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Kumpulan tiedekirjasto
Tämän pro gradu -tutkielman tarkoituksena on esitellä Riemann-Stieltjesin integraalia. Lukijalta
odotetaan analyysin peruskurssien osaamista. Yleisesti tässä tutkielmassa käsitellään mielenkiin-
toisia ja tärkeitä Riemann-Stieltjesin ominaisuuksia. Näihin tuloksiin tarjotaan aina todistukset
sekä muutamissa tapauksissa käydään läpi myös esimerkki.
Tutkielma nojaa useasti aiemmin tutkielmassa todistettuihin lauseisiin tai määritelmiin, mi-
kä vaatii lukijalta palaamista aiempiin todistuksiin. Mutta tässä tutkielmassa ei ole lainkaan
todistuksia, jotka täytyisi tarkistaa muualta. Tässä rakennetaan koko ajan vanhan päälle ja
lopussa sitten käydään läpi yksinkertainen esimerkki todennäköisyyslaskennasta, jossa käytetään
läpikäytyjä Riemann-Stieltjesin ominaisuuksia.
Tutkielmassa käydään läpi ensimmäiseksi Riemann-Stieltjesin integraalin määritelmä ja sen
ominaisuuksia. Luvussa 3 käydään läpi muutamia olennaisimmista ominaisuuksista, joihin tullaan
viittaamaan seuraavissa kappaleissa. Näitä ovat muun muassa lineaarisuus ja osittaisintegrointi.
Porrasfunktiot ovat tämän tutkielman olennaisin funktioiden muoto.
Luvussa 4 tulee monta tärkeää lisäominaisuutta ja tarkennusta. Ylä- ja alasummat mahdol-
lisesti avaavat integraalin käsitystä vielä lisää. Rajoitetusti heilahtelevuus on hieno ominaisuus,
joka toimii hyvänä linkkinä Riemannin integraaliin. Paljon tulee myös ehtoja Riemann-Stieltjesin
integraalin olemassololle.
Luvussa 5 käydään läpi kaksi erilaista väliarvolausetta Riemann-Stieltjesin integraalille. Vii-
meisessä luvussa katsotaan yhteys todennäköisyyslaskentaan ja käydään läpi yksi yksinkertainen
esimerkki.
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Ta¨ma¨n pro gradu -tutkielman tarkoituksena on esitella¨ Riemann-Stieltjesin integraa-
lia. Lukijalta odotetaan analyysin peruskurssien osaamista. Yleisesti ta¨ssa¨ tutkielmassa
ka¨sitella¨a¨n mielenkiintoisia ja ta¨rkeita¨ Riemann-Stieltjesin ominaisuuksia. Na¨ihin tulok-
siin tarjotaan aina todistukset seka¨ muutamissa tapauksissa ka¨yda¨a¨n la¨pi myo¨s esimerkki.
Tutkielma nojaa useasti aiemmin tutkielmassa todistettuihin lauseisiin tai ma¨a¨ritelmiin,
mika¨ vaatii lukijalta palaamista aiempiin todistuksiin. Mutta ta¨ssa¨ tutkielmassa ei ole
lainkaan todistuksia, jotka ta¨ytyisi tarkistaa muualta. Ta¨ssa¨ rakennetaan koko ajan van-
han pa¨a¨lle ja lopussa sitten ka¨yda¨a¨n la¨pi yksinkertainen esimerkki todenna¨ko¨isyyslaskennasta,
jossa ka¨yteta¨a¨n la¨pika¨ytyja¨ Riemann-Stieltjesin ominaisuuksia.
Tutkielmassa ka¨yda¨a¨n la¨pi ensimma¨iseksi Riemann-Stieltjesin integraalin ma¨a¨ritelma¨
ja sen ominaisuuksia. Luvussa 3 ka¨yda¨a¨n la¨pi muutamia olennaisimmista ominaisuuksista,
joihin tullaan viittaamaan seuraavissa kappaleissa. Na¨ita¨ ovat muun muassa lineaarisuus
ja osittaisintegrointi. Porrasfunktiot ovat ta¨ma¨n tutkielman olennaisin funktioiden muoto.
Luvussa 4 tulee monta ta¨rkea¨a¨ lisa¨ominaisuutta ja tarkennusta. Yla¨- ja alasummat
mahdollisesti avaavat integraalin ka¨sitysta¨ viela¨ lisa¨a¨. Rajoitetusti heilahtelevuus on hieno
ominaisuus, joka toimii hyva¨na¨ linkkina¨ Riemannin integraaliin. Paljon tulee myo¨s ehtoja
Riemann-Stieltjesin integraalin olemassololle.
Luvussa 5 ka¨yda¨a¨n la¨pi kaksi erilaista va¨liarvolausetta Riemann-Stieltjesin integraa-






Integraalia ka¨yteta¨a¨n muun muassa pinta-alojen laskemiseen. Periaate itsessa¨a¨n on yksin-
kertainen: ala jaetaan moneen pieneen suorakulmioon ja lasketaan osat yhteen. Epa¨ma¨a¨ra¨isen
muotoinen ala on mahdotonta jakaa tasan suorakulmioihin, mutta valittaessa yha¨ pienem-
pia¨ suorakulmioita, pystyta¨a¨n arvioimaan epa¨ma¨a¨ra¨ista¨kin alaa yha¨ tarkemmin. Idea in-
tegraalissa on, etta¨ pinta-ala jaetaan n ma¨a¨ra¨a¨n osia, jotka ovat jokainen suorakulmioita,
joiden alat sitten lasketaan yhteen. Ta¨ma¨ summa antaa halutun pinta-alan, ja kun n
kasvaa, summasta saadaan tasan oikea pinta-ala.





Ta¨ssa¨ tutkielmassa hipaistaan myo¨s derivaattaa koska se on integraalin kanssa vahvasti
kytko¨ksissa¨. Voidaan sanoa, etta¨ ne ovat toistensa ka¨a¨nteisoperaatiot. Derivaatta ylla¨
mainitusta integraalista tuottaa siis sen alkupera¨isen funktion: F’(x) = f(x)
Stieltjesin integraalin yleinen kirjoitusmuoto ei paljoa eroa Riemannin integraalista,





Eli Stieltjesin integraalissa on kaksi funktiota yhden sijasta. Stieltjesin integraali on
yleisempi muoto verrattuna lukiossa ka¨ytettyyn Riemannin integraaliin, missa¨ α(t) = t.
Ma¨a¨ritella¨a¨n ensiksi Riemann-Stieltjesin integraalin laskuissa paljon ka¨ytetty ositus
(mahdollisesti ka¨yteta¨a¨n myo¨s termia¨ jako).
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Ma¨a¨ritelma¨ 2.1. Jos [a, b] on a¨a¨rellinen va¨li, silloin pistejoukkoa
P = {x0, x1, ..., xn},
joka toteuttaa epa¨yhta¨lo¨t a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b kutsutaan va¨lin [a, b]
ositukseksi. Va¨lia¨ [xk−1, xk] kutsutaan P :n k:nneksi osava¨liksi ja kirjoitetaan ∆xk = xk −
xk−1, jolloin
∑n
k=1 ∆xk = b − a. Kokoelmaa kaikista mahdollisista va¨lin [a, b] osituksista
merkita¨a¨n P ∗[a, b].
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2. Olkoon P = {x0, x1, ..., xn} va¨lin [a, b] ositus ja olkoon tk piste osava¨lilla¨
[xk−1, xk]. Seuraavaa summaa kutsutaan f :n Riemann-Stieltjesin summaksi α:n suhteen




Sanotaan, etta¨ f on Riemann-integroituva suhteessa α:aan va¨lilla¨ [a, b] ja kirjoitetaan
“f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b]”, jos on olemassa luku A, jolla on seuraava ominaisuus: Jokaiselle
 > 0 on olemassa sellainen va¨lin [a, b] ositus P, etta¨ jokaiselle ositusta P hienommalle
ositukselle P , ja kaikille pisteille tk va¨leilla¨ [xk−1, xk], on |S(P, f, α) − A| < . Termilla¨
hienompi tarkoitetaan etta¨ hienommalla osituksella on lisa¨a¨ jakopisteita¨.






Sanotaan lisa¨ksi, etta¨ Riemann-Stieltjesin integraali
∫ b
a
fdα on olemassa. Funktiota f
kutsutaan integrandiksi ja funktiota α integraattoriksi. Erikoistapauksessa, jossa α(x) =
x, kirjoitetaan S(P, f, α):n sijasta S(P, f) ja f ∈ R(α):n sijasta kirjoitetaan f ∈ R. Ta¨ssa¨








f(x)dα(x) riippuu ainoastaan muuttujista f, α, a ja b, se ei








Esimerkki 2.3. Olkoon f(x) = 2x ja olkoon α(x) = x3. Lasketaan Riemann-Stieltjesin


















Osoitetaan etta¨ Riemann-Stieltjesin integraali riippuu lineaarisesti seka¨ integrandista etta¨
integraattorista. Seuraavat kaksi lausetta todistuksineen na¨ytta¨va¨t ta¨ma¨n todeksi.
Lause 3.1. Jos f ∈ R(α) ja g ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], niin c1f + c2g ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b]
(milla¨ tahansa vakioilla c1 ja c2) ja∫ b
a
(c1f + c2g) dα = c1
∫ b
a




Todistus. Olkoon h = c1f+c2g. Jos P = {x0, ..., xn} on va¨lin [a, b] ositus ja tk ∈ [xk−1, xk],
niin voidaan kirjoittaa
S(P, h, α) =
n∑
k=1
h(tk) ∆αk = c1
n∑
k=1




= c1S(P, f, α) + c2S(P, g, α).
Olettaen etta¨  > 0, valitaan jako P ′ niin, etta¨ sen jokaiselle alijaolle P pa¨tee ehto
|S(P, f, α) − ∫ b
a
f dα| <  ja valitaan myo¨s toinen jako P ′′ niin, etta¨ sen jokaiselle ali-
jaolle P pa¨tee ehto |S(P, g, α) − ∫ b
a
g dα| < . Jos otetaan P = P ′ ∪ P ′′ silloin meilla¨ on






∣∣∣∣ ≤ |c1|+ |c2|,
ja ta¨ma¨ todistaa lauseen.
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Lause 3.2. Jos f ∈ R(α) ja f ∈ R(β) va¨lilla¨ [a, b], silloin f ∈ R(c1α + c2β) (milla¨ vain
vakioilla c1 ja c2) ja pa¨tee kaava∫ b
a
f d(c1α + c2β) = c1
∫ b
a




Lauseen todistus on niin samankaltainen lauseen 3.1. todistuksen kanssa, etta¨ sen
esitta¨minen ei ole tarpeellista.
Seuraavaksi todistetaan integraalin additiivisuus integrointiva¨lin suhteen.
Lause 3.3. Oletetaan etta¨ c ∈ (a, b). Jos kaksi kolmesta integraalista alla olevassa yhta¨lo¨ssa¨









Todistus. Jos P on va¨lin [a, b] ositus siten, etta¨ c ∈ P , olkoon P ′ = P ∩ [a, c] ja P ′′ =
P ∩ [c, b]. Riemann-Stieltjesin summia ta¨llaisista jaoista yhdista¨a¨ yhta¨lo¨












f dα ovat olemassa, mista¨ lo¨ytyy laskut myo¨hemmin). Silloin, olettaen etta¨
 > 0, on olemassa va¨lin [a, c] ositus P ′ siten etta¨∣∣∣∣S(P ′, f, α)− ∫ c
a
f dα
∣∣∣∣ < /2 aina kun P ′ on ositusta P ′ hienompi ositus ,
ja on olemassa ositus P ′′ va¨lilta¨ [c, b] siten etta¨∣∣∣∣S(P ′′, f, α)− ∫ b
c
f dα
∣∣∣∣ < /2 aina kun P ′′ on ositusta P ′′ hienompi ositus.
Ta¨llo¨in P = P
′
 ∪ P ′′ on va¨lin [a, b] ositus ja jos ositus P on hienompi kuin P, niin


























f dα ovat olemassa, saadaan johdettua samalla tavalla


















f dα on olemassa ja on yhta¨ suuri kuin
∫ b
a
f dα− ∫ b
c
f dα.
Otetaan viela¨ yksi ma¨a¨ritelma¨ ta¨ydenta¨ma¨a¨n additiivisuutta integroimisva¨lin suhteen.
Lause 3.4. Jos a < b, ma¨a¨ritella¨a¨n
∫ a
b
f dα = − ∫ b
a
f dα aina kun
∫ b
a




f dα = 0.








f dα = 0.
3.1 Osittaisintegrointi








Myo¨s pa¨invastainen on totta.





α(x) df(x) = f(b)α(b)− f(a)α(a).
Todistus. Olkoon  > 0 annettu. Koska
∫ b
a
f dα on olemassa, on olemassa va¨lin [a, b] ositus
P siten etta¨ jokaisella ositusta P hienommalla osituksella P




Tarkastellaan mielivaltaista Riemann-Stieltjesin summaa























Va¨henta¨ma¨lla¨ kaksi viimeista¨ esilla¨ ollutta yhta¨lo¨a¨ toisistaan, saadaan







Kaksi oikealla puolella olevaa summaa voidaan yhdista¨a¨ yhdeksi summaksi muotoa S(P ′, f, α),
missa¨ P ′ on se va¨lin [a, b] ositus, joka saadaan ottamalla mukaan kaikki pisteet xk ja tk.
Silloin ositus P ′ on hienompi kuin ositus P ja siksi myo¨s hienompi kuin ositus P. Niinpa¨












on olemassa ja yhta¨suuri luvun A− ∫ b
a
f dα kanssa.
3.2 Palautus Riemannin integraaliin




f(x) dα(x) aina kun funktiolla α on jatkuva derivaatta α′.
Lause 3.6. Olkoon f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b] ja oletetaan, etta¨ funktiolla α on jatkuva deri-
vaatta α′ va¨lila¨ [a, b]. Silloin Riemannin integraali
∫ b
a
















Samaa ositusta P ja samoja pisteita¨ tk voidaan ka¨ytta¨a¨ muodostaaksemme Riemann-
Stieltjesin summan




Ka¨ytta¨ma¨lla¨ va¨liarvolausetta, voidaan kirjoittaa
∆αk = α
′(vk) ∆xk, missa¨ vk ∈ (xk−1, xk),
ja siispa¨





Koska f on rajoitettu, voidaan kirjoittaa |f(x)| ≤M kaikilla x va¨lilla¨ [a, b], missa¨ M > 0.
Funktion α′ jatkuvuudesta va¨lilla¨ [a, b] seuraa tasainen jatkuvuus va¨lilla¨ [a, b]. Siispa¨,
jos  > 0 on annettu, on olemassa δ > 0 (δ riippuu ainoastaan luvusta ) siten etta¨
epa¨yhta¨lo¨sta¨
0 ≤ |x− y| < δ seuraa |α′(x)− α′(y)| < 
2M(b− a) .
Jos otetaan ositus P ′ normituksella |P ′ | < δ, silloin mille tahansa hienompijakoiselle
ositukselle P meilla¨ on |α′(vk)− α′(tk)| < /[2M(b− a)] edelta¨va¨ssa¨ yhta¨lo¨ssa¨. Sellaiselle
ositukselle P meilla¨ on
|S(P, f, α)− S(P, g)| < 
2
.
Toisaalta, koska f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], on olemassa ositus P ′′ siten etta¨ jokaisella ositusta
P ′′ hienommalla osituksella P pa¨tee∣∣∣∣S(P, f, α)− ∫ b
a
f dα
∣∣∣∣ < 2 .
Yhdista¨ma¨lla¨ kaksi viimeista¨ epa¨yhta¨lo¨a¨, na¨hda¨a¨n, etta¨ kun P on hienojakoisempi kuin
P = P
′
 ∪ P ′′ , saadaan |S(P, g)−
∫ b
a
f dα| < , ja ta¨ma¨ todistaa lauseen.
3.3 Porrasfunktiot integraattoreina
Jos α on vakio va¨lilla¨ [a, b], integraali
∫ b
a
f dα on olemassa ja sen arvo on 0, koska jokainen




ei va¨ltta¨ma¨tta¨ ole olemassa. Jos se on olemassa, sen arvo
ei tarvitse olla 0. Seuraava lause selitta¨a¨ tarkemmin kyseisen tilanteen:
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Lause 3.7. Olkoon a < c < b. Ma¨a¨ritella¨a¨n α va¨lilla¨ [a, b] seuraavasti: Arvot α(a), α(c), α(b)
ovat mielivaltaisia; α(x) = α(a) jos a ≤ x < c, ja α(x) = α(b) jos c < x ≤ b. Olkoon f
ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b] siten etta¨ va¨hinta¨a¨n yksi funktioista f tai α on jatkuva vasemmalta
pisteessa¨ c ja va¨hinta¨a¨n yksi on jatkuva oikealta pisteessa¨ c. Silloin f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b]
ja ta¨llo¨in ∫ b
a
f dα = f(c)[α(c+)− α(c−)].
Todistus. Jos c ∈ P , jokainen termi summassa S(P, f, α) on nolla, paitsi ne kaksi termia¨
jotka saavat alkunsa c:n sisa¨lta¨vilta¨ osava¨leilta¨. Sanotaan
S(P, f, α) = f(tk−1)[α(c)− α(c−)] + f(tk)[α(c+)− α(c)],
missa¨ tk−1 ≤ c ≤ tk. Ta¨ma¨ yhta¨lo¨ voidaan kirjoittaa myo¨s seuraavasti:
∆ = [f(tk−1)− f(c)][α(c)− α(c−)] + [f(tk)− f(c)][α(c+)− α(c)],
missa¨ ∆ = S(P, f, α)− f(c)[α(c+)− α(c−)]. Siispa¨ meilla¨ on
|∆| ≤ |f(tk−1)− f(c)||α(c)− α(c−)|+ |f(tk)− f(c)||α(c+)− α(c)|.
Jos f on jatkuva pisteessa¨ c, jokaisella  > 0 on olemassa δ > 0 siten etta¨ epa¨yhta¨lo¨sta¨
|P | < δ seuraa
|f(tk−1)− f(c)| <  ja |f(tk)− f(c)| < .
Ta¨ssa¨ tapauksessa, saadaan epa¨yhta¨lo¨
|∆| ≤ |α(c)− α(c−)|+ |α(c+)− α(c)|.
Mutta ta¨ma¨ epa¨yhta¨lo¨ pa¨tee riippumatta siita¨, onko f jatkuva pisteessa¨ c vai ei. Esimer-
kiksi, jos f on epa¨jatkuva seka¨ vasemmalta etta¨ oikealta pisteessa¨ c, silloin α(c) = α(c−) ja
α(c) = α(c+) ja saadaan ∆ = 0. Toisaalta, jos f on jatkuva vasemmalta, mutta epa¨jatkuva
oikealta pisteessa¨ c, meilla¨ ta¨ytyy olla α(c) = α(c+) ja saadaan |∆| ≤ |α(c) − α(c−)|.
Yhta¨ lailla, jos f on jatkuva oikealta, mutta epa¨jatkuva vasemmalta pisteessa¨ c, meilla¨
on α(c) = α(c−) ja |∆| ≤ |α(c+)− α(c)|. Na¨in ollen ylempa¨na¨ esitetty epa¨yhta¨lo¨ pa¨tee
joka tapauksessa ja lause on todistettu.
Lause 3.8. kertoo meille etta¨ Riemann-Stieltjesin integraalia voidaan muuttaa vaihta-
malla funktion f arvo tietyssa¨ pisteessa¨ ja on na¨hta¨vissa¨ myo¨s etta¨ integraalin olemassao-
loon voidaan vaikuttaa moisella vaihdolla.
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Tarkastellaan seuraavaa esimerkkia¨:
α(x) = 0 jos x 6= 0, α(0) = −1,
f(x) = 1, jos − 1 ≤ x ≤ +1.
Funktio α ei ole jatkuva eika¨ myo¨ska¨a¨n derivoituva va¨lilla¨ [−1, 1]. Lauseen 3.7 mukaan
saadaan
∫ 1
−1 f(x) dα(x) = f(0) ∗ 0 = 0.
Mutta jos ma¨a¨ritella¨a¨n uudelleen f siten etta¨ f(0) = 2 ja f(x) = 1 jos x 6= 0, voidaan
na¨hda¨ etta¨
∫ 1
−1 f dα ei ole olemassa. Itse asiassa, kun P on ositus, joka sisa¨lta¨a¨ luvun 0,
havaitaan, etta¨
S(P, f, α) =f(tk)[α(xk)− α(0)] + f(tk−1)[α(0)− α(xk−2)]
=f(tk)− f(tk−1),
missa¨ xk−2 ≤ tk−1 ≤ 0 ≤ tk ≤ xk. Summan arvo on joko 0, 1 tai -1, riippuen valin-
noista tk ja tk−1. Siispa¨,
∫ 1




f(x) dx, funktion arvot voidaan muuttaa a¨a¨rellisessa¨ ma¨a¨ra¨ssa¨ pisteita¨
vaikuttamatta integraalin seka¨ olemassa oloon etta¨ arvoon. Perustellaksemme ta¨ma¨n, tar-
kastellaan malliksi vain tapausta missa¨ f(x) = 0 kaikilla x va¨lilla¨ [a, b] lukuunottamatta
yhta¨pistetta¨, x = c. Sellaiselle funktiolle pa¨tee |S(P, f)| ≤ |f(c)||P |. Koska |P | voidaan
saada mielivaltaisen pieneksi, siita¨ seuraa etta¨
∫ b
a
f(x) dx = 0. Jos saadaan
∫ b
a
f(x) dx = 0
yhdella¨ pisteella¨, saadaan se myo¨s a¨a¨rellisella¨ ma¨a¨ra¨lla¨ pisteita¨.
Integraattori α lauseessa 3.7. on erikoistapaus ta¨rkea¨sta¨ funktioden luokasta, joka tun-





2, kun x ≤ 0
3x+ 2, kun 0 < x < 2




0, kun x ≤ 0
2, kun 0 < x < 2
0, kun x ≥ 2.
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Koska f on jatkuva,
∫ 4
−4 f(x) dα(x) on olemassa ja saadaan∫ 4
−4
f(x) dα(x) =f(0)(α(0+)− α(0−)) + f(2)(α(2+)− α(2−))
=2(2− 0) + 8(0− 2) = −12
Ma¨a¨ritelma¨ 3.9. (Porrasfunktiot) Olkoon α ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b] siten etta¨ α on
epa¨jatkuva a¨a¨rellisessa¨ ma¨a¨ra¨ssa¨ pisteita¨ ck, missa¨
a ≤ c1 < c2 < ... < cn ≤ b.
Jos α on vakio jokaisella avoimella osava¨lilla¨ (ck−1, ck), silloin α:aa kutsutaan porrasfunk-
tioksi ja lukua α(ck+)−α(ck−) kutsutaan hypyksi pisteessa¨ ck. Jos c1 = a, hyppy pisteessa¨
c1 on α(c1+)− α(c1), ja jos cn = b, hyppy pisteessa¨ cn on α(cn)− α(cn−).
Porrasfunktiot tarjoavat yhdista¨va¨n linkin Riemann-Stieltjesin integraalin ja a¨a¨rellisten
summien va¨lille:
Lause 3.10. (Sievennys Riemann-Stieltjesin integraalista a¨a¨relliseen summaan). Olkoon
α porrasfunktio, joka on ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b] ja jolla on hyppy αk pisteessa¨ xk, missa¨
a ≤ x1 < x2 < ... < xn ≤ b. Olkoon f ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b] siten, etteiva¨t molemmat f
ja α ole epa¨jatkuvia oikealta tai vasemmalta pisteessa¨ xk. Silloin
∫ b
a
f dα on olemassa ja






Todistus. Lauseen 3.3. mukaan
∫ b
a
f dα voidaan kirjoittaa sellaisten integraalien summana,
joita ka¨siteltiin lauseessa 3.7.
Esimerkki 3.11. Yksi yksinkertaisimmista porrasfunktioista on lattiafunktio. Sen arvo
pisteessa¨ x on suurin kokonaisluku, mika¨ on pienempi tai yhta¨suuri kuin x, ja sita¨ mer-
kita¨a¨n [x]. Siispa¨, [x] on ainoa kokonaisluku, joka toteuttaa epa¨yhta¨lo¨t [x] ≤ x < [x] + 1.
Lause 3.12. Jokainen a¨a¨rellinen summa voidaan kirjoittaa Riemann-Stieltjesin integraa-
lina. Itse asiassa, annettu summa
∑n
k=1 ak, ma¨a¨ritella¨a¨n f va¨lilla¨ [0, n] seuraavasti:











Missa¨ [x] on suurin kokonaisluku ≤ x.
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Kuva 3.1: Lattiafunktio
Todistus. Lattiafunktio on porrasfunktio, jatkuva oikealta ja silla¨ on yhden suuruinen hyp-
py jokaisen kokonaisluvun kohdalla. Funktio f on jatkuva vasemmalta pisteissa¨ 1, 2, ..., n.
Nyt va¨ite seuraa lauseesta 3.10.
Havainnollistetaan Riemann-Stieltjesin integraalia johtamalla merkitta¨va¨ lause, joka
tunnetaan Eulerin summalauseena. Ta¨ma¨ lause liitta¨a¨ va¨lin [a, b] yli otetun funktion
integraalin summaan funktion arvoista kokonaisluvuissa va¨lilla¨ [a, b]. Sita¨ voidaan joskus
ka¨ytta¨a¨ integraalien approksimoimiseen summilla, tai vastavuoroisesti arvioimaan joiden-
kin summien arvoa integraaleilla.









f ′(x)((x)) dx+ f(a)((a))− f(b)((b)),




















a<n≤b tarkoittaa summaa luvusta n = [a] + 1 lukuun n = [b].
Todistus. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ osittaisintegrointia, voidaan kirjoittaa∫ b
a
f(x) d(x− [x]) +
∫ b
a
(x− [x]) df(x) = f(b)(b− [b])− f(a)(a− [a]).
Koska lattiafunktiolla on hyppykohtia va¨lilla¨ [a, b] kokonaisluvuilla x = [a]+1, [a]+2, ..., [b],







































f(x) d(x− [x]) +
∫ b
a




Lause 4.1. Olkoon P va¨lin [a, b] ositus ja olkoon
Mk(f) = sup {f(x)|x ∈ (xk−1, xk]},
mk(f) = inf {f(x)|x ∈ (xk−1, xk]}.
Seuraavia lukuja
U(P, f, α) =
n∑
k=1




kutsutaan vastaavasti f:n yla¨- ja alasummiksi suhteessa α:aan jaotuksella P.
Ehto mk(f) ≤Mk(f) on aina voimassa, jos α on kasvava va¨lilla¨ [a, b], silloin ∆αk ≥ 0
ja voidaan kirjoittaa myo¨s mk(f)∆αk ≤ Mk(f)∆αk, mista¨ seuraa etta¨ alasummat eiva¨t
ylita¨ yla¨summia. Lisa¨ksi, jos tk ∈ [xk−1, xk], niin mk(f) ≤ f(tk) ≤Mk(f). Na¨in ollen, kun
α on kasvava, saadaan epa¨yhta¨lo¨t
L(P, f, α) ≤ S(P, f, α) ≤ U(P, f, α),
jotka liitta¨va¨t yla¨- ja alasummat Riemann-Stieltjesin summiin. Na¨ma¨ epa¨yhta¨lo¨t, joita
ka¨yteta¨a¨n usein tulevassa materiaalissa, eiva¨t va¨ltta¨ma¨tta¨ pa¨de kun α ei ole kasvava
funktio.
Seuraava lause osoittaa, etta¨ kun funktio α on nouseva, osituksen hienontaminen nos-
taa alasummia ja laskee yla¨summia.
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Lause 4.2. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Silloin:
(i) jos ositus P ′ on hienompi kuin ositus P , niin
U(P ′, f, α) ≤ U(P, f, α) ja L(P ′, f, α) ≥ L(P, f, α).
(ii) Mille tahansa osituksille P1 ja P2, meilla¨ on
L(P1, f, α) ≤ U(P2, f, α).
Todistus. Riitta¨a¨ todistaa (i), kun P ′ sisa¨lta¨a¨ tasan yhden pisteen enemma¨n kuin P ,
sanotaan vaikka piste c. Jos c on P :n i:nnessa¨ osava¨lissa¨, voidaan kirjoittaa




′[α(c)− α(xi−1)] +M ′′[α(xi)− α(c)],
missa¨ M ′ ja M ′′ merkitseva¨t f :n supremumia va¨leilla¨ [xi−1, c] ja [c, xi]. Mutta, koska
M ′ ≤ Mi(f) ja M ′′ ≤ Mi(f), saadaan U(P ′, f, α) ≤ U(P, f, α). Alasummien epa¨yhta¨lo¨
voidaan todistaa samalla tavalla.
Todistaaksemme ehdon (ii), olkoon P = P1 ∪ P2. Silloin meilla¨ on
L(P1, f, α) ≤ L(P, f, α) ≤ U(P, f, α) ≤ U(P2, f, α).
Huomio. Ta¨sta¨ lauseesta seuraa, etta¨ kasvavalla α:lla pa¨tee
m[α(b)− α(a)] ≤ L(P1, f, α) ≤ U(P2, f, α) ≤M [α(b)− α(a)],
missa¨ M ja m merkitseva¨t funktion f supremumia ja infimumia va¨lilla¨ [a, b].
Katsotaan seuraavaksi esimerkki, jossa lasketaan funktion yla¨- ja alasummat pienella¨
ma¨a¨ra¨lla¨ osituksia.
Esimerkki 4.3. olkoon f(x) = 2x2 − 3x + 4 va¨lilla¨ [1, 4] ja olkoon P = {1, 2, 2.6, 4}.
Funktio α =
√
x, jolloin saadaan yla¨summaksi




=f(2)(α(2)− α(1)) + f(2.6)(α(2.6)− α(2)) + f(4)(α(4)− α(2.6))
=6 ∗ (
√














=f(1)(α(2)− α(1)) + f(2)(α(2.6)− α(2)) + f(2.6)(α(4)− α(2.6))
=4 ∗ (
√








Lisa¨a¨ma¨lla¨ vain yhden va¨lin lisa¨a¨ ositukseen P saisimme heti tarkemman tuloksen. Lisa¨a¨ma¨lla¨
vaikkapa pisteen 3.3 ositukseen P , saisimme samalla lailla laskemalla yla¨summaksi noin
12.3, ja alasummaksi noin 7.9. Ta¨sta¨ na¨kee ka¨yta¨nno¨ssa¨, kuinka yla¨- ja alasumma la¨hestyva¨t
toisiaan, kun osituksen tiheys kasvaa.
Kuva 4.1: Funktion yla¨- ja alasumma
Ylla¨ olevasta kuvasta na¨kee selva¨sti yla¨- ja alasumman eron kun va¨lit ovat suurempia.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.4. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a,b]. Ylempi Stieltjesin integraali
funktiosta f suhteessa α:aan on ma¨a¨ritelty seuraavasti:∫ b
a
f dα = inf {U(P, f, α) |P ∈ P ∗[a, b].}
Alempi Stieltjesin integraali ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavasti:∫ b
a
f dα = sup {L(P, f, α) |P ∈ P ∗[a, b].}
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Huomio. Joskus kirjoitetaan I¯(f, α) ja I(f, α) yla¨- ja ala integraaleille. Erikoistapauk-
sessa, jossa α(x) = x, yla¨- ja alasummia merkita¨a¨n U(P, f) ja L(P, f) ja niita¨ kutsutaan
Riemannin yla¨- ja alasummiksi.
Lause 4.5. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Silloin I(f, α) ≤ I¯(f, α)
Todistus. Jos  > 0 on annettu, on olemassa ositus P1 siten etta¨
U(P1, f, α) < I¯(f, α) + .
Lauseen 4.2 mukaan I¯(f, α)+ on yla¨raja kaikille alasummille L(P, f, α). Siispa¨, I(f, α) ≤
I¯(f, α) + , ja koska  on mielivaltainen, seuraa ta¨sta¨ I(f, α) ≤ I¯(f, α).
4.1 Riemannin ehto
Jos halutaan osoittaa yla¨- ja alaintegraalien samuus, niin meida¨n ta¨ytyy kyeta¨ na¨ytta¨ma¨a¨n
yla¨summien tulevan mielivaltaisen la¨helle alasummia. Siispa¨ vaikuttaa mielekka¨a¨lta¨ etsia¨
niita¨ funktioita f , joiden erotus U(P, f, α)− L(P, f, α) saadaan mielivaltaisen pieneksi.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.6. Sanotaan etta¨ f ta¨ytta¨a¨ Riemannin ehdon suhteessa α:aan va¨lilla¨ [a, b],
jos jokaiselle  > 0 on olemassa sellainen ositus P, etta¨ jokaiselle sita¨ hienommalle osi-
tukselle P pa¨tee ehto
0 ≤ U(P, f, α)− L(P, f, α) < .
Lause 4.7. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Silloin seuraavat kolme va¨itetta¨ ovat
yhta¨pita¨va¨t
(i) f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b].
(ii) f ta¨ytta¨a¨ Riemannin ehdon suhteessa α:aan va¨lilla¨ [a, b].
(iii) I(f, α) = I¯(f, α).
Todistus. Todistetaan etta¨ osasta (i) seuraa (ii), osasta (ii) seuraa (iii), ja osasta (iii)
seuraa (i). Oletetaan etta¨ (i) pa¨tee.
Jos α(a) = α(b), saadaan U(P, f, α) − L(P, f, α) = 0 < . Ta¨lla¨in ehto (ii) pa¨tee
suoraan. Oletetaan siis etta¨ α(a) < α(b).
Olkoon  > 0. Valitaan P siten, etta¨ jokaiselle hienommalle ositukselle P ja kaikille
tk ja t
′
k va¨lilla¨ [xk−1, xk], meilla¨ on∣∣∣∣ n∑
k=1
f(tk) ∆αk − A
∣∣∣∣ < 3 ja
∣∣∣∣ n∑
k=1
f(t′k) ∆αk − A





f dα. Yhdista¨ma¨lla¨ na¨ma¨ epa¨yhta¨lo¨t, saadaan∣∣∣∣ n∑
k=1
f(tk) ∆αk − A
∣∣∣∣− ∣∣∣∣ n∑
k=1
f(t′k) ∆αk − A






Koska Mk(f)−mk(f) = sup {f(x)− f(x′)|x, x′ ∈ [xk−1, xk]}, seuraa etta¨ jokaiselle h > 0
voidaan valita tk ja t
′
k siten etta¨ f(tk) − f(t′k) > Mk(f) − mk(f) − h. Valitsemalla h =
1
3
/[α(b)− α(a)], voidaan kirjoittaa














[f(tk)− f(t′k)] ∆αk + h[α(b)− α(a)] < .
Siispa¨ osasta (i) seuraa (ii).
Seuraavaksi oletetaan etta¨ (ii) pa¨tee. Jos  > 0 on annettu, on olemassa ositus P siten,
etta¨ aina kun P on hienompi ositus kuin P, pa¨tee U(P, f, α) < L(P, f, α) + . Siispa¨
sellaiselle P on voimassa
I¯(f, α) ≤ U(P, f, α) < L(P, f, α) +  ≤ I(f, α) + .
Voidaan sanoa siis etta¨ I¯(f, α) ≤ I(f, α)+  jokaisella  > 0. Na¨in ollen, I¯(f, α) ≤ I(f, α).
Mutta aiemman lauseen 4.5. mukaan myo¨s pa¨invastainen epa¨yhta¨lo¨ pa¨tee, siispa¨ osasta
(ii) seuraa (iii).




f dα on olemassa ja on yhta¨ suuri kuin A. On annettu  > 0, valitaan
P ′ siten etta¨ U(P, f, α) < I¯(f, α)+ kaikille ositusta P hienommille osituksille P . Valitaan
myo¨s P ′′ siten etta¨ L(P, f, α) > I(f, α)−  kaikille ositusta P hienommille osituksille P .
Jos P = P
′
 ∪ P ′′ , voidaan kirjoittaa
I(f, α)−  < L(P, f, α) ≤ S(P, f, α) ≤ U(P, f, α) < I¯(f, α) + 
Jokaiselle ositusta P hienommille osituksille P . Mutta, koska I¯(f, α) = I(f, α) = A, ta¨ma¨




f dα on olemassa ja on yhta¨suuri kuin A. Todistus lauseelle on na¨in ollen
valmis.
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4.2 Rajoitetusti heilahtelevat integraattorit
Ma¨a¨ritelma¨ 4.8. Olkoon funktio f ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b]. Jos P = {x0, x1, ..., xn} on
va¨lin [a, b] ositus, kirjoitetaan ∆fk = f(xk) − f(xk−1), k = 1, 2, ..., n. Jos on olemassa




kaikille va¨lin [a, b] osituksille, silloin funktion f sanotaan olevan rajoitetusti heilahteleva
va¨lilla¨ [a, b].





k=1 |∆fk| vastaten va¨lin [a, b] ositusta P = {x0, x1, ..., xn}. Lukua
Vf (a, b) = sup
{∑
(P )|P ∈ P ∗[a, b]
}
kutsutaan funktion f kokonaisheilahteluksi va¨lilla¨ [a, b].
Huomio. Jos mahdollista kirjoitetaan Vf sen sijaan etta¨ kirjoitettaisiin Vf (a, b). Koska
f on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b], luku Vf on a¨a¨rellinen. Lisa¨ksi Vf ≥ 0 koska
jokainen summa
∑
(P ) ≥ 0.
Lause 4.10. Olkoon f rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b] ja oletetaan etta¨ c ∈ (a, b).
Silloin f on rajoitetusti heilahteleva va¨leilla¨ [a, c] ja [c, b] ja ta¨llo¨in
Vf (a, b) = Vf (a, c) + Vf (c, b).
Todistus. Ensiksi todistetaan etta¨ f on rajoitetusti heilahteleva va¨leilla¨ [a, c] ja [c, b].
Olkoon P1 va¨lin [a, c] ositus ja olkoon P2 va¨lin [c, b] ositus. Silloin P0 = P1 ∪ P2 on va¨lin
[a, b] ositus. Merkita¨a¨n osituksen P summaa





(P0) ≤ Vf (a, b).




(P2) ovat Vf (a, b) rajoittamia.
Ta¨ma¨ tarkoittaa etta¨ f on rajoitetusti heilahteleva va¨leilla¨ [a, c] ja [c, b]. Ylla¨ olevasta
yhta¨lo¨sta¨ saadaan epa¨yhta¨lo¨
Vf (a, c) + Vf (c, b) ≤ Vf (a, b).
Saadaksemme ka¨a¨nteisen epa¨yhta¨lo¨n, olkoon P = {x0, x1, ..., xn} ∈ P ∗[a, b] ja olkoon
P0 = P ∪ {c} ositus, joka saadaan lisa¨a¨ma¨lla¨ piste c. Jos c ∈ [xk−1, xk], silloin




(P ) ≤ ∑(P0). Nyt va¨lin [a, c] osituksen P0 pisteet ma¨a¨ra¨a¨va¨t va¨lin [a, c] osi-
tuksen P1 ja va¨lin [c, b] osituksen P0 pisteet ma¨a¨ra¨a¨va¨t va¨lin [c, b] osituksen P2. Vastaavat







(P2) ≤ Vf (a, c) + Vf (c, b).
Joten, Vf (a, c) + Vf (c, b) on yla¨raja jokaiselle summalle
∑
(P ). Koska ta¨ma¨ ei voi olla
pienempi kuin pienin yla¨raja, ta¨ytyy olla
Vf (a, b) ≤ Vf (a, c) + Vf (c, b),
ja nyt on molemmat epa¨yhta¨lo¨t todistettu ja osoitettu yhta¨suuruus.
Lause 4.11. Olkoon f rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b]. Olkoon V ma¨a¨ritelty va¨lilla¨
[a, b] seuraavasti: V (x) = Vf (a, x) jos a < x ≤ b, V (a) = 0. Silloin:
(i) V on kasvava funktio va¨lilla¨ [a, b].
(ii) V − f on kasvava funktio va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. Jos a < x < y ≤ b, voidaan kirjoittaa Vf (a, y) = Vf (a, x) + Vf (x, y). Ta¨sta¨
seuraa V (y) − V (x) = Vf (x, y) ≥ 0. Siispa¨ V (x) ≤ V (y), ja (i) pa¨tee. Todistaaksemme
ehdon (ii), olkoon D(x) = V (x)− f(x), kun x ∈ [a, b]. Silloin, jos a ≤ x < y ≤ b, niin
D(y)−D(x) = V (y)− V (x)− [f(y)− f(x)] = Vf (x, y)− [f(y)− f(x)].
Mutta Vf (x, y):n ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa, etta¨
f(y)− f(x) ≤ Vf (x, y).
Ta¨ma¨ tarkoittaa, etta¨ D(y)−D(x) ≥ 0, ja (ii) pa¨tee.
Lause 4.12. Olkoon f ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b]. Silloin f on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨
[a, b], jos ja vain jos f voidaan ilmaista kahden kasvavan funktion erotuksena.
Todistus. Jos f on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b], voidaan kirjoittaa f = V − D,
missa¨ V on lauseen 4.11 funktio ja D = V −f . Molemmat V ja D ovat kasvavia funktioita
va¨lilla¨ [a, b].







[f(xk)− f(xk−1)] = f(xn)− f(x0) = f(b)− f(a).
Ta¨sta¨ na¨hda¨a¨n etta¨
∑n
k=1 |∆fk| ≤ M , jolloin voidaan sanoa ma¨a¨ritelma¨n 4.8. mukaan,
etta¨ f on rajoitetusti heilahteleva. Sama pa¨tee kasvavalle funktiolle g, jolloin na¨iden funk-
tioiden erotus f − g on myo¨s rajoitetusti heilahteleva.
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Lause 4.13. Oletetaan, etta¨ α on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b]. Merkita¨a¨n funk-
tiolla V (x) α:n kokonaisheilahtelua va¨lilla¨ [a, x], kun a < x ≤ b, ja olkoon V (a) = 0.
Olkoon f ma¨a¨ritelty ja rajoitettu va¨lilla¨ [a, b]. Jos f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], silloin f ∈ R(V )
va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. Jos V (b) = 0, silloin V on vakio ja tulos on triviaali. Alempana na¨hda¨a¨n syy
miksi tulos on triviaali. Oletetaan siis, etta¨ V (b) > 0. Oletetaan myo¨s etta¨ |f(x)| ≤ M ,
kun x ∈ [a, b]. Koska V on kasvava, ta¨ytyy ainoastaa varmistaa, etta¨ f ta¨ytta¨a¨ Riemannin
ehdon suhteessa funktioon V va¨lilla¨ [a, b]. Olkoon annettu  > 0. Valitaan ositus P
siten, etta¨ jokaiselle sita¨ hienommalle ositukselle P ja kaikille pisteille tk ja t
′
k P :n va¨leilla¨










Jos ositus P on hienompi kuin ositus P, todistamme kaksi epa¨yhta¨lo¨a¨:
n∑
k=1





[Mk(f)−mk(f)] |∆αk| < 
2
,
joista saadaan yhteenlaskulla ehto U(P, f, V ) − L(P, f, V ) < . Todistaaksemme en-
simma¨isen epa¨yhta¨lo¨n, huomaamme etta¨ ∆Vk − |∆αk| ≥ 0 ja siten
n∑
k=1















koska V on kasvava. Todistaaksemme toisen epa¨yhta¨lo¨n, olkoon
A(P ) = {k|∆αk ≥ 0}, B(P ) = {k|∆αk < 0} ja olkoon h = 14/V (b). Jos k ∈ A(P ),
valitaan tk ja t
′
k siten etta¨
f(tk)− f(t′k) > Mk(f)−mk(f)− h.
Jos k ∈ B(P ), valitaan tk ja t′k siten etta¨




































Ta¨sta¨ seuraa etta¨ f ∈ R(V ) va¨lilla¨ [a, b].
Lause 4.14. Olkoon α rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b] ja oletetaan etta¨ f ∈ R(α)
va¨lilla¨ [a, b]. Silloin f ∈ R(α) jokaisella osava¨lilla¨ [c, d] ⊂ [a, b].
Todistus. Riitta¨a¨ olettaa etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b], koska rajoitetusti heilahteleva







f dα molemmat ovat olemassa. Oletetaan etta¨ a < c < b. P :n ollessa
va¨lin [a, x] ositus, merkitko¨o¨n ∆(P, x) va¨liin [a, x] liittyvien yla¨- ja alasummien erotusta
∆(P, x) = U(P, f, α)− L(P, f, α).
Koska f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], Riemannin ehto pa¨tee. Siispa¨, jos  > 0 on annettu, on
olemassa va¨lin [a, b] ositus P siten etta¨ ∆(P, b) < , jos P on hienompi ositus kuin P.
Voidaan olettaa, etta¨ c ∈ P. Pisteet va¨lin [a, c] osituksessa P muodostavat va¨lin [a, c]
osituksen P ′ . Jos ositus P
′ on hienompi kuin ositus P ′ va¨lilla¨ [a, c], silloin P = P
′ ∪P on
va¨lin [a, b] ositus. Nyt ∆(P ′, c):n ma¨a¨ritteleva¨ summa sisa¨lta¨a¨ vain osan termeista¨, jotka
ma¨a¨ritteleva¨t summan ∆(P ′, b). Koska jokainen termi on suurempi tai yhta¨suuri kuin 0
ja koska ositus P on hienompi kuin ositus P, niin ta¨llo¨in
∆(P ′, c) ≤ ∆(P, b) < .
Ta¨ma¨ merkitsee etta¨ osituksen P ′ ollessa hienompi kuin ositus P ′ , pa¨tee ∆(P
′, c) < .
Siispa¨, funktio f toteuttaa Riemannin ehdon va¨lilla¨ [a, c] ja
∫ c
a
f dα on olemassa. Sama
argumentti pa¨tee myo¨s toisin pa¨in osoittaen etta¨
∫ d
a




f dα on olemassa.
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4.3 Lisa¨a¨ ominaisuuksia
Lause 4.15. Oletetaan, etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Jos f ∈ R(α) ja g ∈ R(α) va¨lilla¨






Todistus. Jokaiselle ositukselle P , vastaavat Riemann-Stieltjesin summat toteuttavat






g(tk) ∆αk = S(P, g, α),




f(x) dα(x)| <  ja |S(P, g, α)−
∫ b
a
g(x) dα(x)| < ,
na¨hda¨a¨n etta¨ lause pa¨tee. Erityisesti ta¨sta¨ lauseesta seuraa etta¨
∫ b
a
g(x) dα(x) ≥ 0 aina
kun g(x) ≥ 0 ja α on kasvava va¨lilla¨ [a, b].
Lause 4.16. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Jos f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], silloin
|f | ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b] ja saadaan seuraava epa¨yhta¨lo¨∣∣∣∣ ∫ b
a
f(x) dα(x)
∣∣∣∣ ≤ ∫ b
a
|f(x)| dα(x).
Todistus. Olkoon P ositus va¨lilta¨ [a, b] ja olkoon
Mk(f) = sup {f(x)|x ∈ [xk−1, xk]},
mk(f) = inf {f(x)|x ∈ [xk−1, xk]}.
Voidaan kirjoittaa
Mk(f)−mk(f) = sup {f(x)− f(y) |x, y ∈ [xk−1, xk]}.
Koska epa¨yhta¨lo¨ ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| pa¨tee aina, siita¨ seuraa etta¨
Mk(|f |)−mk(|f |) ≤Mk(f)−mk(f).
Kertomalla ∆αk:lla ja summaamalla yli k:n, saadaan
U(P, |f |, α)− L(P, |f |, α) ≤ U(P, f, α)− L(P, f, α)
jokaiselle va¨lin [a, b] ositukselle P . Ka¨ytta¨ma¨lla¨ Riemannin ehtoa, na¨hda¨a¨n etta¨ |f | ∈ R(α)
va¨lilla¨ [a, b]. Lauseen epa¨yhta¨lo¨ saadaan valitsemalla g = |f | lauseessa 4.15.
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Lause 4.17. Oletetaan, etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Jos f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b], niin
f 2 ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. ka¨ytta¨ma¨lla¨ samaa merkinta¨tapaa kuin edellisessa¨ (lause 4.16), meilla¨ on
Mk(f
2) = [Mk(|f |)]2 ja mk(f 2) = [mk(|f |)]2.
Siispa¨ voidaan kirjoittaa
Mk(f
2)−mk(f 2) = [Mk(|f |) +mk(|f |)][Mk(|f |)−mk(|f |)] ≤ 2M [Mk(|f |)−mk(|f |)],
missa¨ M on yla¨raja funktiolle |f | va¨lilla¨ [a, b]. Ka¨ytta¨ma¨lla¨ Riemannin ehtoa, saadaan
haluttu johtopa¨a¨to¨s.
Lause 4.18. Oletetaan etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Jos f ∈ R(α) ja g ∈ R(α) va¨lilla¨
[a, b], silloin tulo f · g ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. Ka¨yteta¨a¨n lausetta 4.16 ja yhta¨lo¨a¨
2f(x)g(x) = [f(x) + g(x)]2 − [f(x)]2 − [g(x)]2.
4.4 Riitta¨va¨t ehdot Riemann-Stieltjesin integraalin
olemassaololle
Lause 4.19. Jos f on jatkuva va¨lilla¨ [a, b] ja jos α on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b],
niin f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. Riitta¨a¨ todistaa lause, kun α on aidosti kasvava. Alempana selitys miksi ai-
dosti kasvavuus riitta¨a¨. Funktion f jatkuvuus suljetulla va¨lilla¨ [a, b] merkitsee tasaista
jatkuvuutta. Jos  > 0 on annettu, voidaan siis lo¨yta¨a¨ vain :sta riippuva δ > 0 siten, etta¨
|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < /A,
missa¨ A = 2[α(b) − α(a)]. Jos α olisi kasvava |f(x) − f(y)| voisi olla 0, ja va¨ite pa¨tisi
triviaalisti. Jos P on ositus normilla |P| < δ, niin jokaiselle sita¨ hienommalle ositukselle
P pa¨tee ehto
Mk(f)−mk(f) ≤ /A,
koska Mk(f) − mk(f) = sup{f(x) − f(y) |x, y va¨lilla¨ [xk−1, xk]}. Kertomalla epa¨yhta¨lo¨
∆αk:lla ja yhteenlaskemalla saadaan yhta¨lo¨








ja na¨hda¨a¨n etta¨ Riemannin ehto pa¨tee. Siispa¨, f ∈ R(α) va¨lilla¨ [a, b].
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Ottamalla erikoistapauksen, missa¨ α(x) = x, lauseet 4.18. ja 3.7. tuottavat seuraavan
korollaarin:





(a) f on jatkuva va¨lilla¨ [a,b].
(b) f on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a,b].
Tulos (b) on erityisen hyo¨dyllinen Riemannin integraalin olemassaolon selvitta¨misen
kannalta. Sita¨ ei juuri ka¨sitella¨ peruskursseilla, joten katsotaan pari esimerkkia¨ missa¨ sita¨
ka¨yteta¨a¨n.
Esimerkki 4.21. Aiemmin ka¨sitelty lattiafunktio on oiva esimerkki ei jatkuvasta, mutta
rajoitetusti heilahtelevasta funktiosta.
Esimerkki 4.22. Funktio x+sin(x) on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b]. Myo¨s funktio
g(x) = x+ sin(1/x) on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b], kun a > 0. Kyseinen funktio
ei kuitenkaan ole rajoitetusti heilahteleva esimerkiksi va¨lilla¨ [0, 2
pi
], (ma¨a¨ritella¨a¨n vaikkapa
g(0) = 2), koska g heilahtelee liian nopeasti nollan ympa¨risto¨ssa¨.





Tarkastellaan ja¨lkimma¨ista¨ summattavaa. Kirjoitetaan f(x) = sin( 1
2/(2xpi−pi)). Ta¨llo¨in x:n
ollessa luonnollinen luku, f(x) saa ainoastaan arvoja −1 ja 1. Ta¨sta¨ saadaan
|∆fk| = |f(k)− f(k − 1)| = 2,
jolloin summa
∑∞
k=1 |∆fk| hajaantuu, eika¨ ole olemassa positiivista¨ lukua M , jolle M ≥∑n
k=1 |∆fk| kaikilla n.
4.5 Va¨ltta¨ma¨tto¨ma¨t ehdot Riemann-Stieltjesin inte-
graalin olemassaololle
Kun α on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b], funktion f jatkuvuus on riitta¨va¨ integraalin∫ b
a
f dα olemassaololle. Kuitenkaan funktion f jatkuvuus va¨lilla¨ [a, b] ei ole va¨ltta¨ma¨to¨nta¨.
Seuraava lause kertoo etta¨ α:n ja f :n yhteiset epa¨jatkuvuudet vasemmalta tai oikealta
ta¨ytyy va¨ltta¨a¨, jotta integraali voi olla olemassa.
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Kuva 4.2: Funktioiden x+ sin(x) (vasemmalla) ja x+ sin(1/x) (oikealla) kuvaajat
Lause 4.23. Oletetaan, etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b] ja olkoon a < c < b. Oletetaan
lisa¨ksi, etta¨ molemmat α seka¨ f ovat epa¨jatkuvia oikealta kohdassa x = c. Oletetaan siis,
etta¨ on olemassa sellainen  > 0, jolle kaikilla δ > 0 on olemassa x ja y va¨lilla¨ (c, c+ δ),
joille pa¨tee




f(x) dα(x) ei voi olla olemassa. Integraali ei myo¨ska¨a¨n voi olla ole-
massa jos α ja f ovat epa¨jatkuvia vasemmalta kohdassa c.
Todistus. Olkoon P ositus va¨lilla¨ [a, b] sisa¨lta¨en pisteen c kyseiselta¨ va¨lilta¨. Muodostetaan
erotus




Jos i:s osava¨li sisa¨lta¨a¨ pisteen c vasempana pa¨a¨tepisteena¨a¨n, silloin
U(P, f, α)− L(P, f, α) ≥ [Mi(f)−mi(f)][α(xi)− α(c)]
koska summan jokainen termi ≥ 0. Jos c on f :n ja α:n yhteinen epa¨jatkuvuuskohta oikeal-
ta, voidaan olettaa etta¨ piste xi on valittu siten etta¨ α(xi)−α(c) ≥ . Lauseen oletuksesta
seuraa epa¨yhta¨lo¨ Mi(f) − mi(f) ≥ . Siispa¨ U(P, f, α) − L(P, f, α) ≥ 2, ja Rieman-





5.1 Va¨liarvolause Riemann-Stieltjesin integraalille
Vaikka integraaleja esiintyy monissa ongelmissa, harvoin on mahdollista laskea tarkkaa ar-
voa halutulle integraalille. Kuitenkin usein riitta¨a¨ laskea arvio integraalista, tarkan arvon
sijaan. Va¨liarvolauseet ovat erityisen hyo¨dyllisia¨ ta¨lla¨isten arviointien tekemiseen.
Lause 5.1. (Ensimma¨inen va¨liarvolause). Oletetaan etta¨ α on kasvava ja olkoon f ∈
R(α) va¨lilla¨ [a, b]. Olkoot luvut M ja m vastaavasti joukon {f(x)|x ∈ [a, b]} supremum ja
infimum. Silloin on olemassa reaaliluku c toteuttaen m ≤ c ≤M siten, etta¨∫ b
a
f(x) dα(x) = c
∫ b
a
dα(x) = c[α(b)− α(a)].
Erityisesti jos f on jatkuva va¨lilla¨ [a, b], silloin c = f(x0) jollekin luvulle x0 va¨lilla¨ [a, b].
Todistus. Jos α(a) = α(b), lause pa¨tee triviaalisti, koska molemmat puolet ovat 0. Siispa¨
voimme olettaa, etta¨ α(a) < α(b). Koska kaikki yla¨- ja alasummat toteuttavat














f dα)/(α(b) − α(a)) sijoittuu lukujen m ja M va¨liin. Kun f
on jatkuva va¨lilla¨ [a, b], jatkuvien funktioiden va¨liarvolause tuottaa c = f(x0) jollekin x0
va¨lilla¨ [a, b].
Toisen ta¨ma¨n tyyppisen lauseen saamme ensimma¨isen avulla ka¨ytta¨ma¨lla¨ osittaisin-
tegrointia.
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Lause 5.2. (Toinen va¨liarvolause). Oletetaan etta¨ α on jatkuva ja etta¨ f on kasvava
va¨lilla¨ [a, b]. Silloin on olemassa piste x0 va¨lilla¨ [a, b], siten etta¨∫ b
a







Todistus. Lauseen 3.7. mukaan saadaan∫ b
a




Ka¨ytta¨ma¨lla¨ lausetta 5.1. oikealla puolella olevaan integraaliin, saadaan∫ b
a
α(x) df(x) = α(x0)
∫ b
a
df(x) = α(x0)[f(b)− f(a)].
Ta¨ma¨ sijoittamalla saadaan∫ b
a
f(x) dα(x) =f(b)α(b)− f(a)α(a)− α(x0)[f(b)− f(a)]
=f(b)α(b)− f(a)α(a)− α(x0)f(b) + α(x0)f(a)
=f(a)[α(x0)− α(a)] + f(b)[α(b)− α(x0)],
missa¨ xo ∈ [a, b], mika¨ on juuri se mita¨ la¨hdettiin hakemaan.
5.2 Toisenlainen va¨liarvolause Riemannin integraalil-
le
Lause 5.3. Olkoon g jatkuva ja oletetaan etta¨ f on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Olkoot A ja B
reaalilukuja, jotka toteuttavat epa¨yhta¨lo¨t
A ≤ f(a+) ja B ≥ f(b−).















f(x)g(x) dx = B
∫ b
x0
g(x) dx, missa¨ x0 ∈ [a, b].
Huomio. Osa (ii) tunnetaan Bonnetin lauseena
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Todistus. Jos α(x) =
∫ x
a
g(t) dt, silloin α′ = g ja lause 5.2. on ka¨ytetta¨vissa¨ ja saadaan∫ b
a







Ta¨ma¨ todistaa ehdon (i) aina kun A = f(a) ja B = f(b). Nyt jos A ja B ovat mitka¨ tahan-
sa kaksi reaalilukua, jotka ta¨ytta¨va¨t ehdot A ≤ f(a+) ja B ≥ f(b−), voidaan ma¨a¨ritella¨
f uudelleen pa¨a¨tepisteissa¨ a ja b saamaan arvot f(a) = A ja f(b) = B. Muokattu f on yha¨
kasvava va¨lilla¨ [a, b], ja muuttamalla f :n arvoa a¨a¨rellisessa¨ ma¨a¨ra¨ssa¨ pisteita¨ ei vaikuteta
Riemannin integraalin arvoon. Valitsemalla A = 0, osasta (i) seuraa osa (ii).
5.3 Integraali yla¨rajan funktiona




f dα on olemassa jokaiselle x va¨lilla¨ [a, b] ja sita¨ voidaan tutkia x:n funktiona.
Joitain ta¨ma¨n funktion ominaisuuksia saadaan nyt saavutettua.
Lause 5.4. Olkoon α rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b] ja oletetaan etta¨ f ∈ R(α)




f dα, jos x ∈ [a, b].
Ta¨llo¨in F toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) F on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a,b].
(ii) Jokainen α:n jatkuvuuspiste on myo¨s F :n jatkuvuuspiste.
(iii) Jos α on kasvava va¨lilla¨ [a, b], derivaatta F ′(x) on olemassa jokaisessa sellaisessa
pisteessa¨ x ∈ (a, b), jossa α′(x) on olemassa ja jossa f on jatkuva. Sellaiselle pisteelle
x pa¨tee kaava
F ′(x) = f(x)α′(x).
Todistus. Voidaan olettaa etta¨ α on kasvava va¨lilla¨ [a, b]. Jos x 6= y, lauseen 5.1. mukaan
meilla¨ on
F (y)− F (x) =
∫ y
x
f dα = c[α(y)− α(x)],
missa¨ m ≤ c ≤ M . (Luvut m ja M ovat joukon {f(x)|x ∈ [a, b]} supremum ja infimum.)
Koska α on rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b], on myo¨s c[α(y) − α(a)] = F (y) − F (a)
rajoitetusti heilahteleva va¨lilla¨ [a, b]. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ va¨ite (i) pa¨tee. Koska f ∈ R(α)
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eika¨ integraali toimenpiteena¨ vaikuta jatkuvuuspisteisiin, on jokaisen α:n jatkuvuuspis-
teen oltava myo¨s F :n jatkuvuuspiste, ta¨sta¨ seuraa, etta¨ va¨ite (ii) pa¨tee. Todistaaksemme
ehdon (iii), jaamme (y − x):lla¨ ja huomaamme, etta¨ c→ f(x) kun y → x.
Seuraavassa lauseessa osoitetaan derivaatan hyo¨dyllisyys Riemannin integraalien ar-
vioimisessa.
Lause 5.5. Oletetaan etta¨ f ∈ R va¨lilla¨ [a, b]. Olkoon funktio g ma¨a¨ritelty va¨lilla¨ [a, b]
siten, etta¨ derivaatta g′ on olemassa va¨lilla¨ (a, b) ja silla¨ on arvo
g′(x) = f(x) jokaiselle x va¨lilla¨ (a, b).
Pa¨a¨tepisteissa¨ oletetaan etta¨ g(a+) ja g(b−) ovat olemassa ja toteuttavat
g(a)− g(a+) = g(b)− g(b−).





g′(x) dx = g(b)− g(a).











missa¨ tk on differentiaalilaskennan va¨liarvolauseen antama piste va¨lilla¨ (xk−1, xk). Mutta
annetulle  > 0, ositus voidaan vieda¨ niin hienoksi etta¨∣∣∣∣g(b)− g(a)− ∫ b
a
f(x) dx












Todenna¨ko¨isyyslaskennassa on diskreetteja¨ ja jatkuvia tapahtumia. Normaalisti na¨iden
yhdista¨minen muodostaa hankaluuksia laskennallisesti, mutta Riemann-Stieltjesin inte-
graalilla pystyy ta¨lla¨isia¨ ongelmia ratkomaan. Todenna¨ko¨isyyslaskenta onkin ehka¨ se ala,
missa¨ Riemann-Stieltjesin integraalista on eniten ka¨yta¨nno¨n hyo¨tya¨. Lasketaan esimerkki,




0.3, kun x ≤ 0 jatkuva vasemmalta 0:ssa
0.2, kun 0 < x ≤ 2 jatkuva 1:ssa¨
1
x2




0, kun x < 0
1, kun 0 ≤ x < 1 jatkuva oikealta 0:ssa
2, kun 1 ≤ x ≤ 2 jatkuva oikealta 1:ssa¨
x, kun x > 2 jatkuva oikealta pisteessa¨ 2.
Laskettaessa todenna¨ko¨isyyksia¨, funktion todenna¨ko¨isyyksien kertyma¨n ta¨ytyy olla 1.
Tarkistetaan ensimma¨iseksi, etta¨ na¨in on.











Lauseen 3.12. mukaan voidaan muuttaa summan vasempi puoli a¨a¨relliseksi summaksi.
Ta¨ma¨ on mieleka¨sta¨ tehda¨ koska meilla¨ on vain kaksi hyppykohtaa. Lause ei vaadi mo-
lempien funktioiden jatkuvuutta kaikissa pisteissa¨. Oikea puoli taas sieventyy Riemannin
integraaliksi, koska α(x) = x. Eli saadaan
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